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3 pistetta
1. Miti seuraavista kuvioista ei voi pilkkoa kahdeksi kolmioksi yhdell4 suoralla viivalla?

Ratkaisu. Vastausvaihtoehtojen a), b), c) ja e) monikulmiot voi kuin voikin pilkkoa yhdelld suoralla
kahdeksi kolmioksi:

Vastausvaihtoehdon d) kuusikulmiolle tima ei kuitenkaan ole mahdollista, silld pilkottaessa se kah-
deksi uudeksi kuvioksi yhdelld suoralla, on uusien kuvioiden oltava myds monikulmioita, joiden kér-
kien summan tdytyisi olla vdhintd4n 6 + 2 = 8, jolloin ainakin toisessa niista taytyy olla vihintdédn 4
kérked. Tdten oikea vastausvaihtoehto on d).

2. Seinilli on viisi kelloa. Tiedimme, etti yksi kelloista edistd4 tunnilla, yksi kelloista on tunnin jal-
jessd, yksi kelloista ndyttdd oikeaa aikaa, ja kaksi kelloista on pysdhtyneitd. Mika kelloista néyttda oi-
keaa aikaa?

A) A B) B O C D) D E) E

Ratkaisu. Kelloista joidenkin kolmen ajan tdytyy muodostaa aritmeettinen jono, jossa perdkkdisten
termien erotus on yhden tunnin suuruinen. Kellonajat ovat 6:00, 2:00, 4:00, 3:00, ja 7:00, ja néistd
tdllaisen aritmeettisen jonon voi muodostaa vain kellonajoilla 2:00, 3:00 ja 4:00, joten oikea kellonaika
voi olla vain keskimmadinen néiist3, eli kellon D néayttdma aika 3:00.

3. Giulia heitt4i viittd noppaa. Noppien silmélukujen summa on 19. Kuinka monta noppaa voi enin-
tddn nidyttdd silmilukua 62

A) O B) 1 Q) 2 D) 3 E) 4

Ratkaisu. Jos vdhintddn kolme nopista néyttéisi silmélukua 6, olisi silmélukujen summa védhintdin
3:6+1+1=20>19. Siten enintdén kaksi nopista voi nédyttda silmélukua 6. Toisaalta kaksi nopista
todella voi néyttda silmélukua 6, silld esimerkiksi6+6+5+1+1=19.
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4. Suoran ympyrilierion muotoisen purkin korkeus on 15cm ja sen ympyrin muotoisen pohjan ym-
péarysmitta on 30cm. Pieni muurahainen kivelee pohjan pisteestd A katon pisteeseen B. Han kul-
kee joko suoraan ylospdin tai vaakatasossa ympyrdankaarta pitkin purkin ympéri. Hinen polkunsa on
merkitty kuvaan paksulla viivalla (mustalla purkin etuosassa ja harmaalla purkin takana). Miké on

. . ?
muurahaisen kulkeman polun pituus? 5
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A) 45cm B) 55cm C) 60cm D) 65cm E) 75cm

Ratkaisu. Muurahainen kulkee pystysuoraan pituuden, joka vastaa purkin korkeutta 15 cm. Toisaal-
ta muurahainen kulkee vaakasuoraan kahdesti purkin ympari, eli vaakasuorasti 2-30cm = 60cm. Yh-
teensd muurahainen siis kulkee 15cm + 60cm = 75 cm.

5. Kaksi positiivista kokonaislukua 7 ja n ovat molemmat parittomia. Miki seuraavista kokonaislu-
vuista on my0s pariton?

A m(n+1) B) (m+1)(n+1) C) m+n+2 D) mn+2 E) m+n

Ratkaisu. Koska m ja n ovat molemmat parittomia, m + 1, n+ 1 ja m + n ovat kaikki parillisia, joten
vaihtoehtojen a), b), c) ja e) luvut ovat kaikki my6s parillisia. Jdljelle jad vain vaihtoehdo d). Koska mn
on kahden parittoman luvun tulona pariton, d)-kohdan luku mn + 2 on kuin onkin pariton.

77772

6. Laske ———.
5555.2222

A1l B) ! C) D) 7 E) 49
10 10 110
Ratkaisu. T#ssd 11112 esiintyy osoittajan ja nimittdjan yhteiseni tekijiana, joten voimme sieventid

7777* 7211117 7% 49

5555-2222  5-1111-2-1111 5-2 10

7. Werner haluaisi kirjoittaa kuvan vinonelién jokaiseen kiirkeen ja jokaiselle sirmaélle luvun niin,
ettd jokaisen sdrmin luku olisi yhtd suuri kuin saman sdrmén kirkien lukujen summa. Mikd luku
hidnen taytyy kirjoittaa kysymysmerkin kohdalle?

A) 11 B) 12 C) 13 D) 14 E) 15
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Ratkaisu. Voimme todeta, ettd kahden vastakkaisen sdrmén kérkien lukujen summien summa on
sama kuin toisten kahden vastakkaisen sdrmén. Siten tapauksessamme kysymysmerkin kohdalle on
kirjoitettava luku 8 + 13 -9 = 12.

(Kuvan merkinnéilld siis8+13=a+b+c+d=d+a+b+c=9+7?joten?=8+13-9=12)

8. Kun laskemme
(5°+1) (5" +1) (5% +1),

mikd on lopputuloksen viimeinen numero?
A1 B) 2 C) 4 D) 5 E) 6

Ratkaisu. Voimme hy6dyntéa sitd seikkaa, ettd positiivisten kokonaislukujen tulon viimeinen nume-
ro riippuu vain tulontekijéiden viimeisistd numeroista. Numeroon 5 paattyvien lukujen tulo paittyy
aina numeroon 5, joten potenssit 5°, 5! ja 5'° paittyvit numeroon 5. Kun niihin potensseihin lisi-
tddn 1, padttyvit kaikki summat numeroon 6. Siten tehtdvdnannon lauseke on kolmen numeroon 6
paittyvan luvun tulo, joten sen on myds paatyttdvd numeroon 6.

4 pistettd

9. Jenni yrittd4 sidstad vettd. Han vihensi suihkussa kdyttimiinsi aikaa neljannekselld. Hin myos
vidhensi suihkunsa hanasta tulevan veden miaérda neljainnekselld. Kuinka suuren osuuden suihkui-
hinsa kdyttdmastdin vedestd Jenni pystyi sddstdmadn?

A) . B) ; ) > D) > E) !
4 8 8 12 16

33 9
Ratkaisu. Kaiken kaikkiaan Jenni kéyttaa 11" 16 siitd vedestd, jonka hdn kdytti alun perin. Siten

7
hén vdhensi vedenkéyttodian 6

10. Johto, jonka pituus on 95m leikataan kolmeen osaan niin, etti toinen osa on 50 % pidempi kuin
ensimmadinen, ja kolmas osa 50 % pidempi kuin toinen. Kuinka pitk& on pisin osa?

A) 36m B) 42m C) 45m D) 46m E) 48m

Ratkaisu. Jos kahden johdon pituudet ovat a ja b, ja jos edellinen on 50 % pidempi kuin jalkimmai-
nen, niin a = 3b/2, jolloin b = 2a/3. Tdmin perusteella, jos x on pisimmin kolmannen osan pituus,
niin toisen osan pituus on 2x/3, ja ensimmadisen 4x/9. Siten pétee yhtdlo

4x 2x

—+—+x=95m,
9 3
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tai yksinkertaisemmin

— =95m,

mistd voimme ratkaista x = 45m.

11. Tasasivuinen kolmio piirretéén toisen tasasivuisen kolmion péille, luoden kuusikulmion, jossa
vastakkaiset sivuparit ovat yhdensuuntaisia. Tiedimme kuusikulmion sivujen pituuksista neljg, ku-
ten kuvassa. Mika on kuusikulmion piiri?

12

A) 64 B) 66 C) 68 D) 70 E) 72

Ratkaisu. Merkitkdiamme kuvioon pisteet A, B, C, P, Q ja R, kuten kuvassa alla. Koska vastakkaiset
sivuparit ovat yhdensuuntaisia, ovat muodostuneen tdhden kérjet kaikki tasasivuisia kolmioita. Siten
kolmion A ABC sivun AB pituus on 6 + 15+ 11 = 32, jolloin my6s sivun BC pituus on 32, ja edelleen
PC=32-(12+11)=9jaQR=32-(9+6) =17. Kysytty piirion siis6+ 15+11+12+9+ 17 =70.

A
17 RW 15

12. Maria, Peter, Richard ja Tina pelasivat jalkapalloa luokassa ja rikkoivat ikkunan. Kun rehtori ky-
syi, kuka on syyllinen, hin sai tillaiset vastaukset:

Maria: "Syyllinen on Peter.”

Peter: ”Syyllinen on Richard.”

Richard: "Mini en ole syyllinen.”

Tina: "Mini en ole syyllinen.”

Vain yksi heistd puhui totta. Kuka rikkoi ikkunan?

A) Maria B) Tina C) Peter D) Richard E) Eivoi méairittdd varmuudella.

Ratkaisu. Richard puhuu totta jos ja vain jos Peter valehtelee. Koska vain yksi puhuu totta, puhuu
totta joko Peter tai Richard. Erityisesti Maria ja Tina molemmat valehtelevat, joten Tina rikkoi ikku-
nan.
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13. Positiivisille kokonaisluvuille 7, kertoma n! médritelld4in kokonaislukujen 1, 2, 3, ..., n tuloksi.
Esimerkiksi, 4!=1-2-3-4 = 24. Mikd on luvun n numeroiden summa, jos n! =6!-7!?

A1 B) 2 O 4 D) 8 E) 9

Ratkaisu. Koska
7"-6!'=7-6-5-4-3-2=7!-3.2-5-4-3-2=7!-8-9-10=10!,

on oltava n = 10, joten kysytty numeroiden summaon 1+0=1.

14. Viisikulmio pilkotaan pienempiin osiin kuten kuvassa. Luvut kolmioiden sisilld kertovat niiden
alat. Mikéd on varjostetun nelikulmion ala P?

9 3

31
A) 15 B) > C) 16 D) 17 E) 18

Ratkaisu. Merkitkddmme tunnettuja aloja A, B, C, D, E ja F, ja pilkkokaamme ala P aloiksi X ja Y,
kuten kuvassa:

Bb d
C F

Koska alat A ja B vastaavat kolmioita, joilla on sama kanta, on vastaaville sivuille a ja b oltava A/B =
alb. Aivan samoin on oltava X/C = a/b, joten X/C = A/B, eli X = AC/B =9-2/3 = 6. Aivan samoin
kuvioon merkittyjen pituuksien c ja d avulla on oltava Y/D =d/c=F/E, joten Y = DF/E=5-8/4 =
10. Taten on oltava P = X + Y = 16.
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15. Nelién sivun pituus on 30cm ja se on pilkottu yhdeksiksi yhteneviksi pienemmaiksi neliksi ja
sen sisédlle on piirretty kolme ympyrad. Varjostettujen ympyroiden sédteet ovat 3cm ja 4 cm, ja kolman-
nen ympyrdn sdde on 5cm. Miké on varjostettujen alueiden ala yhteensd?

ol P

A) 400 cm? B) 500cm? C) (400 +507) cm? D) (500 — 257) cm? E) (500 + 257)cm?

Ratkaisu. Pienen neli6n sivun pituus on 10cm, joten sellaisen ala on 100 cm?. Varjostettujen ympy-
roiden yhteinen ala on

(n32 + 7t42) cm? = 257cm? = 15%cm?,
eli yhtd suuri kuin varjostamattoman ympyran ala. Siten varjostettu ala vastaa viittd varjostettua pien-
t4 nelioti, eli se on 5- 100 cm? = 500 cm?.

QL@
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16. Kuvassa on kolme neliotd, joiden sivujen pituudet ovat 3cm, 5cm ja 8 cm. Miké on varjostetun
puolisuunnikkaan ala?

S5cm
/ 8 cm
3cm
A) 13cm? B) 2 em? C) O o2 D) 8 cm? E) 89 2
4 4 4 4

Ratkaisu. Olkoon puolisuunnikkaan vasemman sivun korkeus p ja oikean sivun korkeus g. Yhden-
muotoisilla kolmioilla ndemme, ettd

p q _ 8cm

3cm 3cm+5cm  3cm+5cm+8cm’

mistd voimme ratkaista p = S cmja g =4 cm. Siten puolisuunnikkaan ala on

1 (3 ) 55 2
—+[=cm+4cm]-5cm=—cm”.
2 \2 4

5 pistetta

17. Kuvassa on erdén puiston kartta. Puisto on pilkottu alueiksi. Jokaisen alueen sisélle on kirjoitettu
luku, joka kertoo sen ympérysmitan kilometreissd. Mikéd on koko puiston ympéarysmitta?

2

A) 22km B) 26km C) 28km D) 32km E) 36km

Ratkaisu. Kysytty ympérysmitta on luonnollisesti
12km+11km +9km +4km + 6km — 7km —3km — 10km + 4km = 26 km.

Asian ydin on se, ettd tdssd 12km, 11km, 9km, oikeanpuoleisen 4km, ja 6km alueiden ymparysmitat
sisdltdvat koko puiston ympédrysmitan jokaisen osan tdsmaélleen kerran, ja vihentdmaélld ndiden sum-
masta 7km, 3km, ja 10km alueiden ympéarysmitat, edellisten ymparysmitoista poistetaan ne osat,
jotka eivit ole osa koko puiston ympérysmittaa, mutta samalla summasta poistetaan keskelld olevan
4km ympérysmittaisen alueen piiri, jonka lisidmaélld saamme siis oikean lopputuloksen.

71112
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18. Luvut 1,2, 3, ..., 11 on kirjoitettava kuusikulmioihin niin, ett4 jokaisen mustan tiplian ympérilla
olevien kolmen kuusikulmion lukujen summa on sama kaikille kuudelle tépldlle. Kolme luvuista on
jo kirjoitettu ruudukkoon. Mika luku on kirjoitettava kysymysmerkilld varustettuun kuusikulmioon?

A1 B) 3 C5 D) 7 E) 9

Ratkaisu. Nimetkddmme tuntemattomat luvut A, B, C, D, E, X ja Y tdhin tapaan:

098

Kahdesta vasemmanpuoleisesta tdplistd tieddmme, ettd 6+ A+ B =4+ B+ X, joten X = A+2. Samoin
kahdesta keskelld olevasta tdplédstd seuraa, ettd Y = D + 2, ja oikeanpuoleisista téplistd seuraa, ettd
11=?+2,joten?=9.

Taulukon voi kuin voikin tdyttdd kokonaan tehtdvdnannon kuvaamalla tavalla:
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19. Seitsemin eri yksinumeroista positiivista kokonaislukua kirjoitetaan kuvion ympyrdihin niin,
ettd jokaiseen ympyradn tulee yksi luku. Ylimmaén rivin kolmen luvun tulo, toisen rivin kolmen luvun
tulo, ja keskimmadisen sarakkeen kolmen luvun tulo ovat kaikki keskenddn yhtéd suuria. Mika luku
kirjoitetaan kysymysmerkilld merkittyyn ympyrdian?

A) 2 B) 3 O 4 D) 6 E) 8

Ratkaisu. Jos luku 5 esiintyisi jossakin ympyréssé, niin tdsmélleen yksi tai kaksi tuloista olisi viidelld
jaollisia, ja samoin, jos luku 7 esiintyisi, niin tismalleen yksi tai kaksi tuloista olisi seitsemélld jaollisia.
Siten ympyréihin on kirjoitettava luvut 1, 2, 3, 4, 6, 8 ja 9.

Kahden ylimmaén rivin lukujen tulojen tulo on tietenkin neliluku. Koska kaikkien seitseméin kéytet-
tdvissd olevan luvun tulo on 2-3-4-6-8-9 = 27.3% sopii kysymysmerkilld varustettuun ympyrain
vain 2 tai 8. Mutta luku 8 ei kiy, silld silloin kummallakin ylimmista riveistd rivin lukujen tulo oli-
siv2-3-4-6-9 = 36, miki on kahdeksalla jaoton, vaikka keskimmadisen sarakkeen lukujen tulo olisi
kahdeksalla jaollinen. Siten kysymysmerkilld varustettuun ympyrédin on kirjoitettava luku 2.
Todettakoon vield lopuksi, ettd ympyrit voi todellakin tadyttda toivotulla tavalla vaikkapa asettamalla
ensimmidiselle riville luvut 1, 9 ja 8, toiselle riville luvut 3, 4, 6, ja keskimmadiseen sarakkeeseen siis
luvut 9, 4 ja 2. Erityisestion 1-9:8=3-4-6=9-4-2=72.

20. Tetraedrin jokaisen sirmin pituus on positiivinen kokonaisluku. Neljd ndistd pituuksista on
merkitty kuvaan. Mikd on kahden muun sdrmén pituuksien summa?

A)9 B) 10 O 11 D) 12 E) 13
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Ratkaisu. Merkitkdiamme tetraedrin kirkid A, B, C ja D sekd tuntemattomia sdrmii a ja b tdhin ta-
paan:

B 2 C

Jokaisessa kolmiossa jokainen sivu on lyhyempi kuin kahden muun summa. Kolmiosta A ABD ndem-
me, ettd 7 < a+3, joten a > 4. Kolmiosta ABCD ndemme, ettd a < 2 +4 = 6. Koska a on nyt kokonais-
lukuy, jolle 4 < a < 6, voi olla vain a = 5. Aivan samoin ndemme kolmiosta AACD, etti b<3+4=7,ja
kolmiosta AABC, ettd 7 < b+2, eli b > 5. Koska b on kokonaisluku, jolle 5 < b < 7, voi olla vain b = 6.
Siispd kysytty summaona+b=5+6=11.

21. Kaksi samanlaista suoran ympyrilierion muotoista vesisiilioté sisaltavit kumpikin saman maa-
rdan vettd. Vasemmanpuoleinen sdilidistd on pystyssd, ja oikeanpuoleinen nojaa vasemmanpuolei-
seen, ja veden korkeus on kummassakin sdiliossd sama. Kummankin sdilién pohja on ympyrd, jonka
ala on 37m?. Kuinka paljon vetti yhdessi s#iliossd on?

3n 7
A) 3v3am? B) 67m?3 C) 97m?3 D) Img E) —m3

Ratkaisu. Olkoon veden korkeus & ja pohjan side r = v/3m.

2r

Vasemmanpuoleisessa sdiliossd veden korkeus on £, ja oikeanpuoleisessa vesi yltdd veden korkeutta
vastaavalle etdisyydelle ¢ pohjasta, kuten kuvassa. Luonnollisesti oikeanpuoleisessa sidilitssd on puo-
let siitd vesimé&arastd, mikd vasemmanpuoleisessa sdilitsséa olisi, jos siind veden korkeus olisi £. Tdten
¢ =2h.

Nyt oikeanpuoleisessa kuvaan merkityssd suorakulmaisessa kolmiossa esiintyy toisena kateettina &
ja hypotenuusana ¢ = 2h, joten kyseessd on muistikolmio, jonka terdviat kulmat ovat 30° ja 60°. Suo-
rakulmaisesta kolmiosta, jonka kateetteina ovat £ = 2/ ja 2r niemme, etti 2k = v/3-2r joten h =
v/3-v/3m = 3m. Siispd yhden siilion veden tilavuus on 3m - 37m? = 97 m5.
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22. Kuuden perikkiisen positiivisen kokonaisluvun tulo on 12-numeroinen luku, joka on muotoa
abbcdd cdd abb,

missd numerot a, b, ¢ ja d ovat itsessddn nelja perdkkaistd lukua jossakin jarjestyksessd. Mikd numero
onkaan d?

A1 B) 2 O3 D) 4 E) 5

Ratkaisu. Kuudesta perdkkiisestd kokonaisluvusta ainakin yksi on jaollinen viidelld ja kolme paril-
lisia. Erityisesti niiden tulo on jaollinen kymmenell4, joten b = 0. Numerot a, c ja d ovat, jossakin
jarjestyksessd, numerot 1, 2 ja 3. Koska tulo on jaollinen tulolla 2-2-2 = 8, se on parillinen sen jilkeen,
kun se on jaettu luvulla 4 - 25 = 100. Tdten a = 2, ja numerot c ja d ovat, jossakin jarjestyksess3, 1 ja
3. Koska kuudesta perdkkiisestd kokonaisluvusta kaksi on jaollisia kolmella, on tulon oltava jaollinen
yhdekséll§, jolloin tulon numeroiden summan

at+b+b+c+d+d+c+d+d+a+b+b
=2-a+4-b+2-c+4-d
=2-2+4-0+2-c+4-d
=4+2-c+4-d
on myds oltava jaollinen yhdeksélla. Jos olisi c =3 ja d = 1, summa olisi 4+2-3+4-1 = 14, joka ei

ole yhdeksilld jaollinen. Tédten voi olla vain ¢ = 1 ja d = 3. Kysytty numero d on siis 3, ja itse asiassa
kyseinen 12-numeroinen luku on 200133133200, joka itse asiassa on tulo 74-75-76-77-78-79.

23. Luomme kuvan mukaisen perikkiisten kokonaislukujen lukuspiraalin aloittamalla luvusta 1.
Kun spiraalikuviota jatketaan pidemmidlle, missd muodossa luvut 625, 626 ja 627 tulevat vastaan?

10 - 11 —- 12 — 13

! l
24 9 2 —- 3 14
f ! ! ! l
23 8 1 4 15
! ! l l
22 7 — 6 < 5 16

! l
21 — 20 — 19 < 18 — 17

627
1 626 — 627
A) 626 B) | C) 625 — 626 — 627
! 625
625
625
625 — 626 |
D) | E) 626
627 |
627
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Ratkaisu. Kun aloitamme keskeltd luvusta 1, lisidmme luvun 1 ja sitten uudelleen luvun 1 padstak-
semme ensimmadiseen oikeaan yldnurkkaan, ja sitten luvun 2 ja toisen luvun 2 padstiksemme va-
sempaan alanurkkaan. Siis jokaisella positiivisella kokonaisluvulla n on n. vastaan tulevassa spiraalin
vasemmassa alanurkassa luku

2n(2n+1)
1+2(1+2+...+2n):1+2-T:1+2n(2n+1).

Tamin vasemman alanurkan jdlkeen seuraavassa vasemmassa yldnurkassa esiintyy luku
1+2n@2n+1)+@2n+1)=1+@2n+1)>%.

Koska 626 =1+252=1+(2-12+1)?, esiintyy 626 vasemmassa yldnurkassa, eli b) on oikea vaihtoehto.

24, Oheisessa diagrammissa on kaksi toisiaan sivuavaa puoliympyri, joista kummankin séide on

1, ja joiden halkaisijat AB ja CD ovat yhdensuuntaisia, ja kummankin halkaisijan jatke sivuaa toista
puoliympyrdd. Mikd onkaan etdisyyden AD neli?

C 1 1 D

. .

A 1 1 B
A) 16 B) 8+4v3 C) 12 D)9 E) 5+2V3

Ratkaisu. Soveltamalla Pythagoraan lausetta kahdesti niemme, ettd kysytty neli6é on

C+V3)?+12=4+4V3+3+1=8+4V3.

b
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