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3 pistetta

1.
Laskimeni jakaa kertomisen sijasta ja vahentad yhteen laskemisen sijasta. Nappdilen (12x3)+(4x2).
Minka tuloksen laskin antaa?

(A) 2 (B) 6 (©) 12 (D) 28 (E) 38
Ratkaisu: (12:3) — (4:2) =2
2

Hamsteri Fridolin suuntaa kulkunsa kohti legendaarista Maidon ja Hunajan Maata. Matka sinne kulkee
sokkelon kautta. Sokkelossa on 16 kurpitsansiementéd kuvaan merkityissé paikoissa.

Sisaan %’ 3 ;
Maidon ja
Hunajan
4 Maahan
D%%’D
—

Fridolin ei saa kdyda misséan kohdassa sokkeloa kahdesti. Kuinka monta kurpitsan siementé Fridolin
enintaan onnistuu kerddmaan?
(A) 12 (B) 13 (C) 14 (D) 15 (E) 16

Ratkaisu: Vahintddn kolme siementd jaa keraamaéttd: ylimmalta riviltd jommassakummassa
reunassa oleva, alarivin reunimmainen vasemmalta ja lisdksi yksi reitista riippuva siemen. Kuvissa
on kaksi reittivaihtoehtoa.

Sisadn Jv? 3 Sisdan {] o
Maidon ja Maidon ja
Hunajan Hunajan
Maahan Maahan
_t? F— v ¥ r _t:"

3.

Suojatie on tehty 50 cm leveisté valkoisista ja mustista raidoista. Joka toinen raita on musta, ja seké
ensimmadinen ettd viimeinen raita ovat valkoisia. Valkoisia raitoja on yhteensa kahdeksan. Kuinka
pitk& suojatie on?

(A)7m (B)7.5m (©)8m (D)85m (E)9m

Ratkaisu: Valkoisia raitoja on kahdeksan ja mustia 7, yhteensa 15 raitaa. 15-0,5m = 7,5m.
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4

Tummennetun suorakulmion ala on 13 cm?. X ja Y ovat puolisuunnikkaan sivujen keskipisteita.

N

Miké& on puolisuunnikkaan ala?

(A) 24 cm? (B) 25 cm? (C) 26 cm? (D) 27 cm? (E) 28 cm?
Ratkaisu:
D E CF
X \Y
AT g H B

Kolmiot AGX ja EDX ovat yhtenevat, samoin kolmiot YHB ja YFC. Puolisuunnikkaan ABCE
pinta-ala on yht& suuri kuin suorakulmion GHFD pinta-ala, joka on kaksi kertaa varjostetun
suorakulmion GHY X pinta-ala, siis 2 - 13 cm? = 26 cm”.

5.

JosP =2-3+3-4+4-5Q =2"+4+3" +4%jaR = 1-2+2- 3+3- 4 niinmika
seuraavista vaitteista on tosi?

A)@Q=P<R [BYP<Q@=R CP<Q@<R (DDR<Q@ <P (E)Q=P=<R

Ratkaisu:

Tapa 1: R=12+2 3+3 4=R1+R,+R;
Q=2"2+3 3+4 4=Q;+Q,+Q3
P=2 3+3 4+4 5=P;+P,+P;3
Huomataan, etti R; <Q1<P;,R; <Q2<PyjaR3 <Q3<P3,jotenR<Q<P.

Tapa 2: P =38, Q =29 jaR = 20, joten vain vaite D on tosi.
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6.
Kuvioon kirjoitetaan luku jokaisen pisteen paikalle siten, ettd jokaisen janan péatepisteissa olevien
lukujen summa on sama.

X
1

Kaksi lukua on kirjoitettu valmiiksi. Mik& luku tulee x:n paikalle?

(A1 (B) 3 (C)4 (D) 5 (E) tarvitaan lisétietoja

Ratkaisu: Olkoon y janan pééatepisteissé olevien lukujen summa. Kuvan mukaisesti saadaan x = 1.

y-4=1

1.

Kun 2011 jaettiin eraalla luvulla, jakojaannos oli 1011. Mika luvuista 100, 500 tai 1000 oli jakaja?
(A) 100 (B) 500 (C) 1000

(D) joku muu luku (E) ei ole mahdollista saada jakojaannosta 1011

Ratkaisu: Jakoyhtélo: jaettava = jakaja - osaméaara + jakojaannds, missa jakojaannds on pienempi
kuin jakaja. Koska 1011 > 100 ja 1011 > 500 ja 1011 > 1000, A, B ja C ovat vaéria vaihtoehtoja.

2011 = jakaja - osamaard + 1011, eli jakaja "~ osamé&dra = 1000 > 0. Osamaéra ei siis ole 0.
Osamaara on kokonaisluku, joten sen pitdisi olla vahintadan 1. Tall6in jakaja on 1000 tai sita
pienempi luku, mik& edell& perusteltiin mahdottomaksi. Ei siis ole sellaista lukua, ett& silla
jaettaessa jakojaénnokseksi tulisi 1011.

8.

Nelién muotoisista laatoista tehdan suorakulmio, jonka pinta-ala on 360 cm?. Kaikki laatat ovat
saman kokoisia. Suorakulmion korkeus on 24 cm ja leveys 5 laattaa. Mika on yhden laatan pinta-
ala?

(A) 1 cm? (B) 4 cm? (C) 9 cm? (D) 16 cm? (E) 25 cm?

Ratkaisu: Olkoon laatan leveys x cm. Suorakulmion pinta-ala on 360 = 5x - 24, josta x = 3.
Nelidn muotoisen laatan pinta-ala on siis 3 - 3 =9 (cm?).
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9.

Kaikki nelinumeroiset luvut, joiden numeroiden summa on 4, luetellaan suurimmasta pienimpéaan.
Kuinka mones luku listassa on 2011?

(A) 6. (B) 7. (C) 8. (D) 9. (E) 10.

Ratkaisu: Lista alkaa luvuilla 4000, 3100, 3010, 3001, 2200, 2110, 2101, 2020 ja 2011. 2011 on
siis yhdeksés luku.

10.
Kuvassa olevat janat on saatu toisistaan kiertaméalla niité tietyn pisteen ympari. Tuota pistettd
kutsutaan kiertokeskukseksi.

Y
I
T
Mitk& merkityista pisteista voivat olla kiertokeskuksia?
(A) Vain X (B) X jazZ Q) XjaT (D) VainT (E)X,Y,ZjaT

Ratkaisu: Kun pystysuoraa janaa Kierretaan pisteen X ympari vastapaivaan 90°, saadaan kuvan
vaakasuora jana. Kun pystysuoraa janaa kierretdan pisteen T ympari myotapaivaan 90°, saadaan
kuvan vaakasuora jana. Siis ainakin X ja T voivat olla kiertokeskuksia.

Jos pystysuoraa janaa kierretadn pisteen Z ympari 90° myd6tapéivaan, saadaan kuvaan piirretty jana,
jonka toinen péatepiste on T. Tdmé&n janan asento on oikea mutta paikka vaar, joten piste Z ei voi
olla kiertokeskus.

Jos pystysuoraa janaa kierretadn pisteen Y ympdri 90° vastapdivaan, saadaan kuvaan piirretty jana,
joka yhdistaa alkuperaisten janojen toiset paatepisteet. T&mén janan asento on oikea mutta paikka
vaara, joten Y ei voi olla kiertokeskus.
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11.

Oheinen kuvio koostuu sadnndllisestd kuusikulmiosta, jonka sivun pituus on yksi, sekd kuudesta
kolmiosta ja kuudesta neliosta.

Mika on kuvion piiri?

We(1+v2)  (ge(1+2) Q12 (D) 6 + 3v/2 OF

Ratkaisu: Koska kuusikulmion sivun pituus on 1, on myos nelién sivun pituus 1, joten kolmiot
ovat tasakylkisid ja kylkien pituus on 1. Kuusikulmion kulmien summa on (6 — 2) - 180° = 720° ja
yksi kulma 720° : 6 = 120°. Siten kolmion huippukulma on 360° — 2 - 90° — 120° = 60°, joten
kolmio on tasasivuinen ja sen sivun pituus on 1. Koska seka kolmion ettd nelién sivun pituus on 1,
onpiiri 12 -1 =12.

12.

Tavallisessa arpakuutiossa vastakkaisten tahkojen pisteiden summa on 7. Kolme tavallista
arpakuutiota liimataan paallekkdain pinoksi siten, etta toisiinsa liimattujen tahkojen pisteiden summa
on molemmissa kiinni liimatuissa valeissa 5. Yhdessa alimman arpakuution ndkyvissa olevassa
tahkossa on vain yksi piste. Kuinka monta pistettd on ylimman arpakuution ylimmassa tahkossa?
(A) 2 (B) 3 (C) 4 (D)5 (E)6

Ratkaisu: Koska toisiinsa liimattujen tahkojen pisteiden summa on 5, on alimman arpakuution
liimatussa tahkossa korkeintaan 4 pistettd. Koska yhden pisteen tahko on alimmassa arpakuutiossa
nékyvissa, on alimman kuution ylimmassé tahkossa 2, 3 tai 4 pistettd. Naita vastaavat pisteiden
maéarat keskimmaisen kuution alimmassa tahkossa (vastakkain liimattujen pistesumma 5) ovat 3, 2
ja 1 pistettd ja keskimmaisen kuution ylimmassé tahkossa (vastakkaisten pistesumma 7) 4, 5 tai 6
pistettd. Naista vain ensimmainen on mahdollinen, koska toisiinsa liimattujen tahkojen pisteiden
summa on 5. Siten ylimman arpakuution alimmassa tahkossa on 1 ja ylimmassé tahkossa 6 pistetté.
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13.
Ollessaan laivamatkalla Joni yritti piirtdd kartan kotikylastaan, mutta merenkaynti oli kovaa ja laiva
keinui.

Hén onnistui piirtdmaan nelja katua, niiden seitseman risteysta ja ystaviensa talot. Oikeasti
Nuolikatu, Naulakatu ja Viivainkatu ovat aivan suoria. Neljas katu on Mutkatie. Kuka asuu
Mutkatiell&?

(A) David (B) Jere (C) Mikko (D) Sami (E) ei voi tietdd tdman kartan perusteella

Ratkaisu: Mikon kotikatu on ainoa tie, joka ristedd kahdesti kahden eri tien (kahdesti Samin ja
kahdesti Jeren kotikadun) kanssa. Siten joko Mikon kotikatu ei ole suora tai kumpikaan Jeren ja
Samin kotikaduista ei ole suora. Koska kaikki paitsi yksi katu ovat suoria, Mikko asuu Mutkatiella.

14.

Kolme kuljettajaa osallistui kilpa-ajoon: Michael, Fernando ja Sebastian. Heti Iahdon jalkeen Michael oli
johdossa, Fernando toisena ja Sebastian kolmantena. Kilpailun aikana Michaelin ja Fernandon
keskindinen paremmuusjarjestys vaihtui 9 kertaa, Fernandon ja Sebastianin 10 kertaa seka Michaelin ja
Sebastianin 11 kertaa. Missa jarjestyksessa kuljettajat tulivat maaliin?

(A) Michael, (B) Fernando, (C) Sebastian, (D) Sebastian, (E) Fernando,
Fernando, Sebastian, Michael, Fernando, Michael,
Sebastian Michael Fernando Michael Sebastian

Ratkaisu: Michaelin ja Fernandon paremmuusjarjestys vaihtui parittoman maaran kertoja, joten
(toisin kuin alussa) Fernando on lopussa Michaelin edelld. Fernandon ja Sebastianin
paremmuusjarjestys vaihtui parillisen maaran kertoja, joten Fernando on myds lopussa Sebastianin
edelld. Michaelin ja Sebastianin paremmuusjarjestys vaihtui parittoman mééran kertoja, joten (toisin
kuin alussa) Sebastian on Michaelin edelld. Siis vaihtoehto B on oikea.

15.

Mika on eksponentin n arvo yhtéalossa 9™ + 9™ + 9* = 320119

(A) 1005 (B) 1006 (C) 2010 (D) 2011 (E) ei mikadn
edellisista

Ratkaisu:

3.9% = 32']'11

3 - (32]?} — 32D11
32n+1 — 32[!'11
2Zn+1 = 2011
n = 1005
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16.

Erddssa kuussa oli viisi maanantaita, viisi tiistaita ja viisi keskiviikkoa. Edellisessa kuussa oli vain
nelja sunnuntaita. Mitéd seuraavassa kuussa on varmasti?

(A) tasmélleen 4  (B) tdsmalleen4  (C) viisi (D)5 (E) tilanne on
perjantaita lauantaita sunnuntaita keskiviikkoa mahdoton

Ratkaisu: Tassé kuussa on 5 maanantaita, tiistaita ja keskiviikkoa. Muita viikonpaivié on oltava 4
kutakin, koska muuten olisi yli 31 péivad kuukaudessa.

ma ti ke to pe la su
X X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X
X X X X X X X
X X X

Koska viime kuussa oli vain nelja sunnuntaita ja sunnuntai oli kuun viimeinen paiva, niin viime kuu
on ndyttanyt seuraavalta:

ma ti ke to pe la su

X | X| X| X
X | X| X| X
X | X| X| X
X | X| X| X
X | X| X| X
X | X| X| X
X | X| X| X

Viime kuussa oli siis 28 paivaa, joten se oli helmikuu, nyt on maaliskuu ja ensi kuu huhtikuu, jossa
on 30 pdivaa. Ensi kuun 1. paiva on torstai.

ma ti ke to pe la su

1 2 3 4

5 6 7 8 9 10 11

12 13 14 15 16 17 18

19 20 21 22 23 24 25
26 27 28 29 30

Kuvan perusteella véite b) on ainoa joka on totta.
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Pallo, jonka sade on 15, mahtuu juuri ja juuri kartionmuotoiseen kuoppaan (kuva).

"/
\AR

Suoraan sivusta katsottuna kuoppa nayttaa tasasivuiselta kolmiolta. Kuinka syva kuoppa on?
(A) 30v2 (B) 25v/3 (C) 45 (D) 60 (B)60(vV3—1)

Ratkaisu: Sivusta katsottuna pallo on kolmion sisaan piirretty ympyrd, joten sen keskipiste on
kolmion kulmanpuolittajien leikkauspiste. Koska kolmio on tasasivuinen, kyseinen piste on myos
kolmion mediaanien leikkauspiste. Mediaanilauseen mukaan mediaanien leikkauspiste jakaa
jokaisen mediaanin suhteessa 2 : 1 kérjesta lukien, joten mediaanin pituus ja samalla kuopan syvyys
saadaan kertomalla pallon séade kolmella. Kuopan syvyys on siis 45.
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Kuvan 4 x 4 —ruudukon jokainen ruutu varitetadn joko mustaksi tai punaiseksi.
2
0
1
1
2 011

Kunkin rivin vieressa ja sarakkeen alapuolella oleva luku ilmoittaa, kuinka monta mustaa ruutua
kyseisessa rivissa tai sarakkeessa on. Kuinka monella eri tavalla ruudukko voidaan vérittaa?
(A)O B)1 €3 (D)5 (E)9

Ratkaisu: Ylimman rivin toinen ruutu on varitettava punaiseksi. Toinen ylimman rivin punainen
ruutu voidaan valita kolmella tavalla. Jos valitaan punaiseksi ruuduksi rivin ensimmainen ruutu,
paadytadn seuraavaan varitykseen:

i :

0

1
1

2011
Jos valitaan ensimmaiselta riviltd punaiseksi kolmas ruutu, paadytdéan jompaankumpaan seuraavista
varityksista:

ol R == T (% )
- = o b3

2011 2011

Jos valitaan ensimmadiselta rivilta punaiseksi neljas ruutu, paddytdan jompaankumpaan seuraavista
varityksista:

|l R —~ T %
Ll T —— N %

2011 2011

Erilaisia varityksia on siis viisi, joista kolme on symmetrisia nelion lavistajan suhteen ja kaksi
muuta ovat peilikuvia tdman saman lavistajan suhteen.
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19.

Kuinka monta lukua on pisimmassé sellaisessa perakkéisten kolminumeroisten lukujen jonossa,
jossa jokaisessa luvussa on vahintadn yksi pariton numero?

(A) 1 (B) 10 (C) 110 (D) 111 (E) 221

Ratkaisu: Jotta jono olisi mahdollisimman pitkd, on siihen kuuluttava sata perakkaista lukua, joissa
on kaikissa ensimmaisend numerona sama pariton numero (esim. 300, 301, ..., 399). Néité
suurempia lukuja jonoon ei saada, koska seuraavan luvun ensimmaéinen numero on parillinen ja
loput nollia. Kuitenkin kyseisié sataa lukua pienempié lukuja voidaan vielé ottaa mukaan jonoon
(kunhan néiden sadan luvun ensimmainen numero ei ole 1), koska seuraavassa kymmenessa niita
pienemmassa toinen numero on 9 ja yhdennessatoista kolmas numero 9. (Nain saataisiin mukaan
esim. luvut 289, 290, ..., 299.) Kahdennessatoista viimeiset kaksi numeroa ovat molemmat 8 ja
ensimmainenkin numero on parillinen, joten tdiman pidempé&éa annetut ehdot tayttavaa jonoa ei ole.
Jonossa on jasenia 111.

20.
Jaakko haluaa kirjoittaa oheisen 3 x 3 —ruudukon joka ruutuun kokonaisluvun siten, etté jokaisen
ruudukkoon siséltyvan 2 x 2 —ruudukon lukujen summa on 10.

1 0
2
4 3
Viisi lukua on jo Kkirjoitettu. Mika on puuttuvien lukujen summa?
(A)9 (B) 10 © 1 (D) 12 (E) 13

Ratkaisu: Kuvan mukaisesti summaonx +7 —x+1+x+4—x=12.

1 |7-x| D
x | 2 [1+x
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21.

Samelilla oli valkoinen muovikuutio, jonka sarmén pituus oli 1 dm. Han liimasi kuution pinnalle
keskenddn samanlaisia mustia nelittarroja kuvan mukaisesti siten, ettd kuution joka tahko naytti
samalta.

Mika oli mustan alueen kokonaispinta-ala?
(A) 37,5 cm? (B) 150 cm? (C) 225 cm? (D) 300 cm? (E) 375 cm?

Ratkaisu: Yksi nelion tahko siséltaé neljé valkoista neligita ja nurkka-alueista muodostuu viides.

Mustia nelioitd on yksi kokonainen ja nelja puolikasta eli kolme. Tahkon pinta-alasta on siis %
+

eli g mustaa. Koko kuutiossa on kuusi tahkoa, eli mustan alueen kokonaispinta-ala on

3 »  6-3-100

6-5-100cm cm? = 9.25cm? = 250cm? — 25¢cm? = 225¢m?
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22.

Madritelldén viisinumeroinen luku ”kelvolliseksi™, jos kukin numero esiintyy siina korkeintaan
kerran, ja ensimmainen numero on yhta suuri kuin muiden neljan numeron summa. Kuinka monta
kelvollista lukua on olemassa?

(A) 72 (B) 144 (C) 168 (D) 216 (E) 288

Ratkaisu: Luetellaan neljan eri numeron summia, jotka ovat korkeintaan 9 (numeroiden
jarjestyksesta valittamatta).
0+1+2+3=6

0+1+2+4=7

0+1+2+5=8

0+1+2+6=9

0+1+3+2=6 (tdma oli jo aikaisemmin)
0+1+3+4=8

0+1+3+5=9

0+1+4+2=7 (tama oli jo aikaisemmin)
0+1+4+3=8 (tdma oli jo aikaisemmin)
0+1+5+2=8 (tama oli jo aikaisemmin)
0+1+5+3=9 (tdma oli jo aikaisemmin)
0+1+6+2=9 (tama oli jo aikaisemmin)

Tassé olivat kaikki summat, jossa on 0 ja 1. Siis lopuissa summissa patee seuraava: jos summassa
on numero 0, niin ei ole yhtaan ykkosta.

0+2+3+4=9
0+2+4+3=9 (tama oli jo aikaisemmin)

Tassé olivat kaikki summat, joissa on 0 ja 2. Lopuissa summissa patee seuraava: jos summassa on
numero 0, niin ei ole yhtdan ykkosta eika kakkosta.

0+3+4+5>9, joten ei ole endd summia joissa olisi 0.
1+2+3+4>9, joten tdssa olivat kaikki summat.
Eri summia on 7, jos numeroiden jarjestyksella ei ole merkitysta. Jokaisessa niista luku alkaa

summan arvolla ja summan termit voivat olla 4! eri jarjestyksessé. Kelvollisia lukuja on siten
7 - 4!=168.
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23.

Luvut x ja ¥ ovat molemmat suurempia kuin 1. Mika seuraavista lausekkeista on arvoltaan suurin?

A _x B _x 2x 2x 3x

( ) ¥+1 (_) ¥—1 (C) 2y+1 (D) Zy—1 (E) Jy+1

Ratkaisu: kohtien c), d) ja e) lausekkeet voidaan supistaa muotoihin

(C1) }% (D1) }It (E1) ﬁ

] 4

Jaettava on kaikissa lausekkeissa sama positiivinen luku, ja jakajakin on kaikissa lausekkeissa
positiivinen. Siten sen lausekkeen arvo on suurin, jossa on pienin jakaja. Vastaus on siis B.

24.
Kuinka monta jarjestettyd paria (x, ) luonnollisia lukuja toteuttaa yhtalon f +:% = 5?
(A)0 B)1 (€2 (D)3 (E) 4

Ratkaisu: Yhtalo f +§ = § voidaan saattaa muotoon ¥ = f(x) = ii Alkuperdisesta yhtalosta

_Er
huomataan, etta on oltava x, y > 3, muuten toinen muuttuja on negatiivinen. =z on aidosti vaheneva,

joten 1 — % on aidosti kasvava, joten f on aidosti vdhenevé. Kokeilemalla muuttujan x arvoiksi

kokonaislukuja 4...12 16ydetdan yhtélon toteuttavat lukuparit (4,12), (6, 6) ja (12, 4). Koska f on
aidosti vaheneva, niin jos lukua 12 suuremmilla muuttujan x arvoilla 10ytyy lisda
kokonaislukupareja, niin niissa y on korkeintaan 3, mika ei kuitenkaan ole mahdollista, koska
talloin olisi x < 0. Siis lukupareja on tasan 3.

25.
Maaritellaan kokonaisluvulle n = 2 seuraavasti: {n} on suurin alkuluku (eli jaoton ykkosta

suurempi luku), joka on pienempi tai yhta suuri kuin n. Kuinka monta positiivista kokonaislukua k
toteuttaa yhtalon (k + 1) + (k+ 2) = (2k +3)?
(A)0 B)1 (C)2 (D)3 (E) YIi 3

Ratkaisu:

k=1,<2k+3>=<2"1+3>=<5>=5 joten <2k + 3> on aina pariton luku, koska se on lukua 2
suurempi alkuluku.

Summa <k + 1> + <k + 2> on kahden alkuluvun summa. Se voi olla pariton vain, jos toinen
alkuluvuista on parillinen. Ainoa parillinen alkuluku on 2.

<l+1>+<1+2>=2+3=5=<2"1+ 3>, joten yhtalo toteutuu vain kun k = 1.
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26.
Kaksi ympyrad piirretddn kuvan mukaisesti.
¥

XY on pienemman ympyrén halkaisija, ja suuremman ympyréan keskipiste S on pienemméan ympyran
kehéllad. Suuremman ympyrén sade on r. Miké& on tummennetun alueen pinta-ala?

p s 1 (E) ei mikéén
(A) Erz (B) %rz (€) Erz (D) ?rz edellisista

Ratkaisu: Yhdistetddn piste S pienemman ympyran keskipisteeseen kuvan mukaisesti.
Muistikolmiosta saadaan r = av/2, josta a = %r Jana YS rajaa

pienemman ympyrén kahteen segmenttiin. Olkoon 4, niistd pienemman

segmentin pinta-ala. Nyt 4, = %ﬂaz —%az. Siirtymalla muuttujaan r

1 7 1 4 o
saadaan A, = Zmr® — Zr°. Nyt véritetty ala on
SO

a 7 T 9 T 9 1 4 T
=ma” — 24 ——nmr - =-r" ——-1r°+-r° ——7
380 2 4 2 4

= el
i =

.

A

B |

vEritatty

27.

Anita pelaa tietokonepelid, jossa alkutilanne on seuraavan kuvan mukainen.
P

Q|
.
Kullakin siirrolla yhta neliété kierretdan 90 astetta yhden kérjen ympari kuten esimerkeissa.
= m >
]
Tarkoitus on jarjestaa neliét ruudun alareunaan. Mihin seuraavista tilanteista Anitan on mahdollista

paasta?
(A) ©) (D) (E) kaikki A-D

B)
ovat
M ‘ ad m ﬂ- mahdollisia

Ratkaisu: Kuvitellaan hahmottamisen helpottamiseksi ruudukko, jossa kirjaimet tayttavét
kokonaisia ruutuja. Kun kirjainta liikutetaan esimerkkien mukaisesti, niin joka toisessa ruudussa
kirjain on joko oikein péin tai ylosalaisin ja joka toisessa ruudussa jommin kummin pain sivuttain.
Alkutilanteessa kaikki kirjaimet ovat oikein péin ja sopivasti joka toisessa ruudussa. Maéritellaan
shakkilaudan tapaan kirjainten alkuperdiset paikat ja kaikki muutkin sellaiset ruudut mustiksi, joissa
kirjain voi olla joka oikein péin tai ylosalaisin, ja loput ruudut (joissa kirjain siis voi olla vain
sivuttain) valkoisiksi. Lopputilanteessa kirjaimet ovat vierekkain, joten joka toisen ruudun on oltava
musta ja joka toisen valkoinen. Vaihtoehto B on ainoa, jossa ndin on.




sivu 15/ 19
Kenguru 2011 Junior RATKAISUT
. . Maunulan yhteiskoulu
(Iuklon 1. VUOSl) HELSINGIN MATEMATIIKKALUKIO

28.
Kolmiossa WXY piste Z valitaan sivulta XY ja piste T janalta WZ kuvan mukaisesti. Kuvio piirretdén niin,
ettd kuvaan merkityill& yhdeksélla kulmalla on mahdollisimman vahén eri arvoja..

Y
Z
14 X
Mika on pienin mahdollinen erikokoisten kulmien maara?
(A) 2 (B)3 O (D)5 (E)6

Ratkaisu: Kulmia pitd4 olla enemman kuin yksi, koska jos kulmia on yksi, kaikki kuvan kolme
pientd kolmiota ovat tasasivuisia. Silloin kolmiossa WXY olisi kaksi 120 asteen kulmaa. Siis
kulmia on enemman kuin 1.

Jos kulmia on vain kaksi, kaikki kolme kolmiota, joihin iso kolmio jakaantuu, ovat joko

- yhdenmuotoisia tasakylkisid kolmioita.

tai

- ainakin yksi niista on tasasivuinen. Tasasivuisen kolmion tapauksessa saadaan oheiset kuvat, eli
eri kokoisia kulmia onkin vahintaan kolme.

Kulman o asteluku ei voi miss&an ndistd kolmioista olla 120 eika 60.

Yhdenmuotoiset tasakylkiset kolmiot:

Pisteessé T on vieruskulmat. Ne eivat molemmat voi olla tasakylkisen kolmion kantakulmia, koska
silloin ne olisivat 90°. Jos ne ovat huippukulmia, pisteeseen X syntyy kaksi 45° kulmaa.
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Kulma WXZ on 90°, jolloin joko WY ja XY ovat yhdensuuntaiset tai pisteet Y ja Z yhtyvit.
Kummassakaan tapauksessa ei synny kolmiota WYZ.

Ei ole mydskadn mahdollista, ettd toinen pisteessa T olevista kulmista olisi huippukulma ja toinen
kantakulma, koska silloin summa ei voi olla 180°. Siis kolmiot eivat kaikki ole yhdenmuotoisia,
jolloin kulmia tarvitaan véhintddn kolme. Kuvasta olisi voinut myos suoraan paatella,

etta . WYX < o WZX < oWTX.

Toisaalta kolme kulmaa riittad, kuten alla oleva kuva osoittaa.

Vastaus: B, kolme erikokoista kulmaa.

Tehtava on ratkennut, mutta voidaan viela tutkia, onko ylla oleva kolmio ainoa, jossa kolme
erikokoista kulmaa riittaa:

Kaikki ison kolmion osakolmiot tasakylkisid, mutta eivat valttdméattd yhdenmuotoisia:

TX=ZX=TW jaWZ=2Y.

Kuvasta 16ytyvit kulmat a, B, 180° — a ja 180° -2 .
Kolmiosta WTX saadaan 180° — o+ 2 B = 180°, mista
saadaan o =2 f.

Kolmioissa on siis nelja erikokoista kulmaa eli 3, 2 B,
180° — 2 B ja 180° — 4 B. Tutkitaan, voivatko niisti
jotkin kaksi olla yht& suuret:
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p=2p

B =0°

ei kay

B=180°-2p

3B =180°

B =60°

a=2 B =120° eikily, koska a on tasakylkisen kolmion kantakulma.

B=180°-4p

58 =180°

B =36°

a=2p=72°

2B=180°-2B

4B =180°

B=45°

a=2B=190° ei kily, koska a on tasakylkisen kolmion
kantakulma.

2B =180°-4p
6B = 180°
B=30°

o =2 B =60° saatiin edella ratkaisuna oleva kolmio.

180° -2 B=180°-4p

p=0°

ei kay

Loytyi siis kaksi erilaista kolmiota, joissa on vain kolmen kokoisia kulmia.

Ainakin yhdessi ison kolmion osakolmiossa on kolme erisuurta kulmaa:

Kulma 180° — . ei voi olla yhtasuuri kuin B tai y, koska o, B

jay ovat saman kolmion kulmia, joten niistd kahden summa

on alle 180°.

Jotta kulmia syntyisi vain kolmea kokoa, tulee olla 180° — a

= q, eli a=90°. Tilléin on B < 90° ja kulman B vieruskulma
180°- o >90°, joten kulmia on taas ainakin neljaa kokoa.

Samoin kay, valittiinpa eri kokoiset kulmat mihin kolmioon

tahansa.

Ei siis ole muita kolmioita, joissa eri kokoisia kulmia on

vain kolme.
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29.

Kuinka monella kuution neljan sdrman joukolla on se ominaisuus, ettd milladn kahdella sarmélla ei
ole yhteista paatepistetta?

(A) 6 (B) 8 @9 (D) 12 (E) 18

Ratkaisu: Keskendédn yhdensuuntaiset sarmét voidaan valita kolmella eri tavalla kuvan mukaisesti.

/
SV

Jos kaikki s&rmat eivat ole keskenddn yhdensuuntaisia, on niista kuitenkin kaksi kesken&én
yhdensuuntaisia ja loput kaksi keskendan yhdensuuntaisia. Maaritellaan yhdensuuntaisten sarmien
valiin jadvat tahkot tahkoksi A ja tahkoksi B. Vastakkaiset tahkot A ja B voidaan valita kolmella eri
tavalla (kun jarjestyksella ei ole valid), ja tahkoilla olevien sérmien suunta voidaan valita kahdella
tavalla. N&in saadaan 3 - 2 = 6 sdarmijoukkoa lisdd. Yhteensd sdrmajoukkoja on 3 + 6 = 9.

/
¥
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30.
Olkoon 0 = n = 9. Millda muuttujan n arvoilla on mahdollista merkita rasti osaan 5 x 5 —

ruudukon ruutuja siten, etta jokaisessa 5 x 5 —ruudukkoon siséltyvéssa 3 x 3 —ruudukossa on

tdsmalleen n rastia?

(A)9 B)lja9 ©)1,23ja9 (D)1,2,8ja9 (E) kaikilla
arvoilla yhdesta
yhdeksaan

Ratkaisu: Rasteja voi merkitd monin eri tavoin. Symmetriaa kannattaa kéayttaa hyvéksi. Tassé kaksi

tapaa merkité 1...9 rastia ruudukkoon.

Symmetrian kdyttaminen helpottaa ratkaisujen 16ytymista:

| I |
X x| x| [x]x X x| XX X
n=1 n=2 n=3
< Tx Txlx <1 x| | I xl Tx[x MEBEE
x| %X [x|x X X X |X x| X X X[ XXX
x| x| [x[x x|x | x| x|x X
x|x| [x[x x X x|x| x|x|o X e XX
X % % | x % X x| x X |x X |IX|X|X|X
n=4, kaksi eri vaihtoehtoa n=5, kaksi eri vaihtoehtoa n=6
xxxx[x XXXXIX X XX XX
X% |X [ %] % X[ x| x| x|X XXX X X
x x| x| |x|x XXX X | X
x | x| x| x| x X | X|x|X|x ;Xi;:
x| x| x|x| x| [x[x[X]x[x x
n=7 n=8 n=9

Myo6s vdhemman symmetrisia ratkaisuja on olemassa, esim.

n=1 n=3
XX X|X n =5 on sama kuin n = 4 kisnteisen3 (vaihdetaan
X X rastitetut ruudut rastittamattomiksi ja toisin pain)
n = 6 on sama kuin n = 3 kdanteisena
X | X X | X
n =7 on sama kuin n = 2 kddnteisena
n=2 n=4
n =8 on sama kuin n = 1 kadnteisena
X X

n =9 rastitetaan kaikki ruudut




